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第 六 章 结构位移计算

第 6 章 结构位移计算

本章处在静定结构分析与超静定结构分析的交界处，
起着承上启下的作用。

在材料力学中，曾学过求梁的位移计算方法(如直接积
分法等)。但这些方法对于结构力学的研究对象，如多跨静
定梁、桁架、刚架等结构，是不适合的。

在结构力学分析中，通常采用由虚功原理提供的结构
位移计算公式来讨论静定结构在荷载和温度等因素作用下
的位移计算。这种方法尤其是用来计算结构任意点处的位
移更具有简便的优点。
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Ø 结构位移计算的一般公式

Ø 荷载作用下的位移计算

Ø 图乘法

一. 结构的位移

§6-2 结构位移计算的一般公式

结构在外界因素作用下，会发生变形。因此而使结构
各点的位置发生相应的改变，这种改变称为结构的位移。

q 线位移 — 结构上某点沿直线方向移动的距离。

q 角位移 — 结构上某截面旋转的角度。

产生位移的原因主要有：

q 荷载作用；

q 温度变化和材料胀缩；

q 支座沉降和制造误差。
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绝对位移

截面A角位移

A点线位移 包含：

水平线位移

竖向线位移

A∆

AH∆

AV∆

Aϕ CD两点的水平相对线位移：

AB两截面的相对转角：

DCHCD ∆+∆=∆ )(

BAAB ϕϕϕ +=

以上线位移、角位移及相对位移统称为广义位移

相对位移

ABϕ

二.结构位移计算的一般公式

根据刚体体系虚功原理和叠加原理可得出结构位移计算
的一般公式为：

∑ ∑∫ −++=∆ KcFdsFFκM RKQN )( 0γε

这是一个普遍性公式，其普遍性表现在：
q 从变形类型来看，它既可以考虑弯曲变形，也可以考虑
拉伸或剪切变形。
q 从变形因素来看，它既可以考虑荷载引起的位移，也可
以考虑温度或支座移动引起的位移。
q 从结构类型来看，它可用于静定结构，也可用于超静定
结构。
q 从材料性质来看，它可用于弹性材料，也可用于非弹性
材料。
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三.广义位移的计算

这种利用根据虚功原理导出的结构位移计算的一般公式，
沿所求位移方向虚设单位荷载求结构位移的方法，称为单位荷
载法。
在虚设单位力时其指向可以任意假设，如计算结果为正

值，即表示位移方向与所虚设的单位力指向相同，否则相反。

在计算各种位移时，可按以下方法假设虚拟状态下的单位
力。求线位移时施加单位集中力，求角位移时施加单位集
中力偶。

q求如图所示结构上A点
的竖向线位移 ，可
在该点沿所求位移方向
加一单位力。

AV∆ 1=PF

A

1=PF

A

q求如图所示结构上截面A的角位移 ，可在该处加一单位力
偶。

Aϕ

q求如图所示桁架中AB杆的角
位移 ，则应加一单位力
偶，构成这一力偶的两个集中
力，各作用于该杆的两端并与
杆轴垂直，其值为 ，l为该
杆长度。

l
1

ABϕ
l

1

l
1

l
A

B

1=M

A
1=M

A
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q求如图所示结构上A、B两点沿其连线方向的相对线位移 ，
可在该两点沿其连线加上两个方向相反的单位力。

AB∆

q求梁或刚架上两个截面的
相对角位移，可在这两个截
面上加两个方向相反的单位
力偶。如图所示为求铰A处
左、右两侧截面的相对角位
移。

A

B

1=PF

1=PF

A

B

1=PF

1=PF

A
1=M 1=M

§6-3 静定结构在荷载作用下的位移计算

一. 位移计算公式

本节只讨论材料是弹性的静定结构的位移计算

、 、 —实际荷载引起的内力；
、 、 —虚设单位荷载引起的内力；

k—与截面形状有关的系数。矩形截面取6/5；圆形截面取

10/9；薄壁圆环形截面取2；工字形或箱形截面取A/A1(A1为
腹板面积)。

PM NPF QPF
M NF QF

根据内力，求出相应的弯曲、拉伸和剪切应变，则由结构

位移计算的一般公式

可得静定结构在荷载作用下弹性位移的一般公式：

( )196 −++=∆ ∑∫∑∫∑∫ ds
GA

FFk
ds

EA
FFds

EI
MM QPNPP QN

∑ ∑∫ −++=∆ KcFdsFFκM RKQN )( 0γε
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内力的正负号规定如下：

轴力 、 —— 以拉力为正；

剪力 、 —— 使微段顺时针转动者为正；

弯矩 、 —— 只规定乘积 的正负号。当

与 使杆件同侧纤维受拉时，其乘积取正值。

NPF

QPF

PM M

NF

QF

PM M M
PM

二.各类结构的位移计算公式

q 梁和刚架

在梁和刚架中，位移主要是弯矩引起的，轴力和剪力的影
响较小，因此位移公式可简化为

( )206 −=∆ ∑∫ ds
EI
MM P

( )226 −+=∆ ∑∑∫ l
EA

FFds
EI
MM NPP N

( )216 −===∆ ∑∑ ∫∑∫ l
EA

FFds
EA

FFds
EA

FF NPNPNP NNN

q 桁梁混合结构

在桁梁混合结构中，一些杆件主要受弯曲，一些杆件只
受轴力，故位移公式可简化为

q 桁架

在桁架中，各杆只受轴力，而且每根杆的截面面积A以及轴
力 和 沿杆长一般都是常数，因此位移公式可简化为NPF NF



7

三.各类结构的位移计算公式

【例6.1】

梁的位移

求图示矩形截面悬臂梁在A端的竖向位移。

取A点为坐标原点，先求实际荷载作用下任意截面x的
内力，再求虚设单位荷载作用下任意截面x的内力。

解:

实际荷载











−=
=

−=

qxF
F

qxM

QP

NP

P

0
2
1 2

虚设单位荷载









−=
=
−=

1
0

Q

N

F
F

xM

L
x

q

A B
L

xA B
1=PF

∑∫∑∫∑∫ ++=∆ ds
GA

FFk
ds

EA
FFds

EI
MM QPNPP QN

∫∫
−−

++
−−

=
ll

dx
GA

qxdx
EI

qxx

00

2

))(1(
5
60

)
2
1)((

GA
ql

EI
ql 24 6.0
8

+=

求解步骤：

（1）求实际荷载作用下任意截面x的内力方程；

（2）求虚设单位荷载作用下任意截面x的内力方程；

（3）代入静定结构在荷载作用下的位移计算公式进行

计算。
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【例6.2】图示简支梁受集中荷载作用。试求梁两端截
面A、B的相对转角。

解:

实际荷载作用下的内力为

)0( axx
l
bFM P

P <<= )(1 lxa
l
xaFM PP <<






 −=

虚设单位荷载作用下的内力为 )0(1 lxM <<=

相对转角
EI
abFdx

l
x

EI
aFxdx

EIl
bFds

EI
MM P

l

a

P
a

PP

2
1

0
=






 −+==∆ ∫∫∑∫

1=M 1=M

a b
L

PFA B
C a b

L

A B
C

刚架的位移

【例6.3】求图示刚架C端的角位移。已知抗弯刚度为EI。

解: 实际荷载作用下的内力为：

2

2
1 qaM P −=BA杆

2

2
1 qxM P −=CB杆

虚设单位荷载作用下的内力为

1−=MBA杆CB杆 1−=M

角位移

EI
qadx

EI

qa

dx
EI

qx

a

a

3
2)

2
1)(1(

)
2
1)(1(

3

0

2

0

2

=
−−

+

−−
=∆

∫

∫

a

a

xx

A

B C

q

xx

A

B C

1=M
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∑∑ ∫ ==∆ l
EA

FFds
EA

FF NPNP
By

NN

dP
EA

dPdP
EA

2)1)((122
2
12

2
2)2(1

×−−+×







××+×








−−=

EA
Pd83.6=

桁架的位移

【例6.4】

解:

求桁架结点B的竖向位移。

d d d d

d

A B C

D E

P P

实际荷载作用下的内力图

P2−

P−

P+

0 P2−0

P+ A B C

D E

1

虚设单位荷载作用下的内力图

2
2−

2
1+

2
2+

1−

2
2+ 2

2−

2
1+

§6-5 图乘法

一. 图乘法

对于等截面直杆(包括截面分段变化阶梯形的杆件)所组成的梁
和刚架，在位移计算中，均可采用图乘法来代替积分运算。

应用图乘法的条件：(1)杆轴为直线；(2)EI＝常数；(3)   图
和 图中至少有一个为直线图形。

M
PM

∑∫∑∫ ==∆ ds
EI
MMds

EI
MM kiP

∑ ∫=
B

A
k dxMx

EI
)tan(1 α

∑ ⋅= 0tan1 Ax
EI

α

( )2761
0 −= ∑ Ay

EI
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应用图乘法计算时要注意：

(1) 杆段应是等截面直杆段，两个图形中至少应有一
个是直线，标距 应取自直线图中。

(2) 正负号规则：面积A与标距 若在杆的同侧，乘
积 取正号；异侧则取负号。

(3) 如果一个图形是曲线，另一个图形是由几段直线
组成的折线，则应分段考虑。

(4)如果图形比较复杂，则可将其分解为几个简单图
形，分项计算后再进行叠加。

0y

0y

332211 yAyAyAdxMM ki ++=∫

二.几种常见图形的面积和形心位置
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CAy

CAy CAy

CAy
CAy CAy

CAy

【例6.5】求图示矩形截面悬臂梁在A端的竖向位移。

先求实际荷载作用下结构的内力图，再求虚设单位荷

载作用下结构的内力图。
解:

L

q

A B A B
1=PF

2

2
1 ql

实际荷载作用下的内力图 虚设单位荷载作用下的内力图

L

EI
qlllql

EI 82
1

4
11 4

2 =××××=∆
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【例6.6】

解:

求图示简支梁在均布荷载作用下的B端转
角。EI为常数。

0
1 Ay
EI

ds
EI
MM P

B ==∆ ∑∫

2
1

83
21 2

×







××−= lql

EI EI
ql

24

3

−=

L
A B

q

实际荷载作用下的内力图

2

8
1 ql

A B
1=M

虚设单位荷载作用下的内力图

1

【例6.7】

解:

图示悬臂梁，在A点作用集中荷载 。试求中
点B的挠度。 EI为常数。

PF

48
5

2226
1

223
1

3lF

lllF

lllF

P

P

PB

=

×××+

×××=∆
lFP2

1 lFP

图PM

PF

L/2 L/2A B C

A B C

2
l

图M

A B C

1=PF
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求图示外伸梁在均布荷载作用下点C的挠度。
EI为常数。

【例6.8】

解：

22
1

83
2

23
2

82
1

24
3

823
1

3

2

3

2

2

2

1

2

1

lyqllA

lyqllA

lyqllA

×=××=

×=××=

×=××=

∑∑∫
=

==∆
3

1

1
i

ii
P

C yA
EI

ds
EI
MM

EI
ql

128

4

=

1A

2A

3A

【例6.9】

解:

求图示刚架C端的角位移。已知抗弯刚度为EI。

EI
qa

aqa
EI

qaa
EI

3
2

1
2
111

2
1

3
11

3

22

=

×××+×





 ×××=∆

a

a

A

B C

q

A

B C

1=M

A

B C

2

2
1 qa

图PM

图M
A

B C

1
1
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【例6.10】

解:

求图示刚架在 作用下点B的水平位移。EI为常
数。只考虑弯曲变形的影响。

PF

( )lh
EI
hF

lhhF
EI

hhhF
EI

yA
EI

P

P

P
i

iiB

34
12

2
1

2
1

0
3
111

2

3

1

+−=

××××
−

+







 +×××

−
==∆ ∑

=

L

h

A B

C D
PF

EI2

EI EI

A B

C D

图PM

hFP

hFP

A B

C D

1=PF

A B

C D

图M

h
hh

h

【例6.11】

解:

求图示刚架在均布荷载作用下点B的水平位移。EI
为常数。只考虑弯曲变形的影响。

283
2

3
2

22
1

3
2

22
1

3

2

3

2

2

2

1

2

1

lyqllA

lyqllA

lyqllA

=××=

=××=

=××=

EI
ql

lqllqllql
EI

yA
EI i

iiBx

8
3

2
1

123
2

43
2

4
1

1

4

333

3

1

=









×+×+×=

=∆ ∑
=

q

L

L

A

B C

A

B
C

2

2
1 ql

2

2
1 ql

1A

3A2A

图PM

1=PF

图M

l

l

2
l 3

2l 3
2l

B

A

C



15

【例6.12】

解:

求图示刚架在水压力作用下C、D两点的相对水平
位移。EI为常数。

杆AC和BD

EI
qyA

EI i
iiB 15

41 3

1

−==∆ ∑
=

1
5
4

6
1

4
1

2121 ×==××== yyqAA

12
23

22
6 33 =××−×= yqqA

杆AB

q q

2m

1m

A B

C D

A B

C D

6
q

6
q

6
q

6
q

2
q

图PM

A B

C D
1=PF 1=PF
图M

11

1 1


